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Name:

Thema: Di�erentialrechnung rationaler Funktionen

Wichtiger Hinweis: Rechnen und begr�unden Sie ausf�uhrlich!

1. Bilden Sie die erste Ableitung:

a) f(x) = 2x � cos(x)
b) f(x) =

2x

x3 � x+ 1
c) f(x) = x4 � sin(x) + cos(2x)

d) f(x) = (v(x))n (f�ur eine di�erenzierbare Funktion v(x) und n 2 IN)

e) f(x) =
p
x � sin(x) �

�3
2
x3 + x� 12

�

2. Betrachten Sie die Funktionsgraphen und -terme auf dem separaten Blatt. Ordnen Sie

jedem Graph begr�undend eine Funktionsgleichung zu!

3. Zwei senkrecht zueinander liegende, gerade Stra�enst�ucke sollen zwischen den Punkten

(�1j0) und (1j0) durch den Graph einer ganzrationalen Funktion verbunden werden.

Damit der �Ubergang m�oglichst glatt wird, sollen die Funktionen, deren Graphen die

Stra�enteile beschreiben, an den Anschlussstellen �1 und 1 in der ersten und zweiten

Ableitung �ubereinstimmen.
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2. Achse

1. Achse

Bestimmen Sie eine ganzrationale Funktion, deren Graph im Intervall [�1; 1] die ge-

forderte Verbindung beschreibt!

Bitte wenden!



4. F�ur k 2 IR ist die Funktionenschar fk gegeben durch die Gleichung

fk(x) =
kx2 + 1

x
:

Ohne weitere Rechnung d�urfen Sie verwenden:

f 0

k(x) =
kx2 � 1

x2
; f 00

k (x) =
2

x3
; f 000

k (x) = � 6

x4
:

Untersuchen bzw. bestimmen Sie:

a) De�nitionsbereich,

b) Symmetrieverhalten des Graphen,

c) Nullstellen, Schnittpunkt mit der 2. Achse,

d) Art der De�nitionsl�ucken, Verhalten der Funktion bei Ann�aherung an die De�niti-

onsl�ucken,

e) Asymptoten, Verhalten der Funktion f�ur x! +1 und x!�1,

f) Hoch-, Tief-, Sattelpunkte, Monotoniebereiche,

g) Wendepunkte, Kr�ummungsbereiche,

h) Skizze der Graphen von f
�1
, f

0
und f

1
in ein Koordinatensystem.

5. Betrachten Sie f�ur a; b 2 IR die Funktionenschar fa;b mit

fa;b(x) = sin(�x+ a+ b) � cos(x) + cos(�x+ a+ b) � sin(x):

a) Zeigen Sie, dass f�ur die Ableitung aller Funktionenfa;b gilt: f
0

a;b(x) = 0!

Wie muss demnach der Graph jeder Funktion fa;b aussehen?

b) Bilden Sie fa;b(0) und fa;b(b) und begr�unden Sie, dass folgendes Additionstheroem

f�ur die Sinusfunktion gilt:

sin(a+ b) = sin(a) � cos(b) + cos(a) � sin(b):

Viel Erfolg!
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a) Der De�nitionsbereich f�ur alle fk ist IR n f0g

b) Es ist fk(�x) = k(�x)2+1
�x

= �kx2+1
x

= �fk(x). Daher sind alle Graphen von fk punkt-

symmetrisch zum Ursprung (0j0).

c) Da fk f�ur 0 nicht de�niert ist, kann es keinen Schnittpunkt mit der zweiten Achse

geben.

Nullstellen: f0(x) =
1
x
hat keine Nullstellen. F�ur k 6= 0 ergibt sich f�ur die Nullstellen die

Bedingung x2 = � 1
k
. F�ur k > 0 besitzt diese Gleichung keine L�osung, also hat fk f�ur

k > 0 keine Nullstellen. F�ur k < 0 hat fk die Nullstellen
q
� 1

k
und �

q
� 1

k
.

d) Die Nullstelle 0 der Nennerfunktion l�asst sich nicht (vollst�andig) herausk�urzen. Daher

ist 0 eine Polstelle von fk. F�ur h > 0 ist fk(h) =
kh2+1

h
. F�ur h! 0 geht der Z�ahler gegen

1, der Nenner gegen +0. Es ist daher r-lim
h!0

fk(h) = +1. Wegen der Punktsymmetrie ist

l-lim
h!0

fk(h) = �1.

e) Es ist fk(x) = kx + 1
x
. Die Asymptote ist y = kx. F�ur x ! +1 [�1] ist daher

fk(x)! +1 [�1] f�ur k > 0, fk(x)! 0 [0] f�ur k = 0 und fk(x)! �1 [+1] f�ur k < 0.

f) Da f 00(x) = � 1
x2

keine Nullstellen besitzt, hat fk f�ur k = 0 keine Extremstellen.

F�ur k 6= 0 erh�alt man f�ur die Nullstellen von f 0k die Bedingung x2 = 1
k
. Diese Gleichung

hat f�ur k < 0 keine L�osung, so dass fk f�ur k < 0 keine Extremstellen hat.

Als m�ogliche Extremstellen erh�alt man f�ur k > 0 die Nullstellen �
q

1
k
und

q
1
k
von

f 0k. Da f 00k (�
q

1
k
) = 2

�

p
1

k
( 1
k
)
< 0 ist, ist

�
�
q

1
k

��� � 2
p
k
�
ein Hochpunkt und (wegen

der Punktsymmetrie der Graphen von fk zum Ursprung)
�q

1
k

���2pk
�
ein Tiefpunkt des

Graphen von fk f�ur k > 0.

F�ur k � 0 ist f 0k stets negativ. Also ist fk f�ur x < 0 und f�ur x > 0 streng monoton fallend.

F�ur k > 0 ist fk f�ur x � �
q

1
k
streng monoton wachsend, f�ur �

q
1
k
� x < 0 und f�ur

0 < x �
q

1
k
streng monoton fallend und f�ur

q
1
k
� x streng monoton wachsend.

Beachten Sie: Die Monotonie wird durch die Polstellen stets unterbrochen. Dies l�asst sich

anhand der De�nition der Monotonie klar machen: Eine Funktion f ist auf einer Teilmenge

D des De�nitionsbereichs Df streng monoton wachsend [fallend], falls f�ur alle x1; x2 2 D

mit x1 < x2 gilt: f(x1) < f(x2) [f(x1) > f(x2)].

g) f 00k hat keine Nullstellen. Es existieren daher keine Wendestellen. Da f 00k f�ur x < 0

[x > 0] negativ [positiv] ist, sind alle Graphen von fk f�ur x < 0 [x > 0] rechtsgekr�ummt

[linksgekr�ummt].
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